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FOREWORD 
T h i s  documen t  i s  t h e  f i n a l  t e c h n i c a l  summary f o r  
c o n t r a c t  NAS8-21368. T h i s  c o n t r a c t  w a s  awarded  t o  t h e  
E n g i n e e r i n g  E x p e r i m e n t  S t a t i o n ,  Auburn ,  A labama ,  J u n e  28 ,  
1 9 6 8 ,  a n d  w a s  e x t e n d e d  J u n e  2 7 ,  1969  by t h e  G e o r g e  C .  
M a r s h a l l  S p a c e  F l i g h t  C e n t e r ,  N a t i o n a l  A e r o n a u t i c s  a n d  
S p a c e  A d m i n i s t r a t i o n ,  H u n t s v i l l e ,  Alabama.  
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SUMMARY 
M e t h o d s  f o r  t h e  g e n e r a t i o n  of t he  f i r s t  a n d  s e c o n d  o r -  
d e r  s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t s  f o r  s y s t e m s  whose  i n p u t - o u t p u t  
r e l a t i o n s h i p  i s  d e s c r i b a b l e  b y  a l i n e a r ,  o r d i n a r y ,  c o n s t a n t  
c o e f f i c i e n t  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  t y p e ,  
a dnc + an-l d n - l c  + . . e + a l  dc + aoc  = 
d t n  dtn-'  d t  
n -  
d n - l r  + . . . + bl d r  + b g r ,  ( 1 )  bn - d n r  + bn-l -
d t n  dtn- '  d t  
a r e  p r e s e n t e d  i n  t h i s  r e p o r t .  The e q u a t i o n ' s  c o e f f i c i e n t s  
may b e  f u n c t i o n s  o f  t h e  s y s t e m  p a r a m e t e r s  a n d  t h e  o r d e r  o f  
n u m e r a t o r  d y n a m i c s  may b e  as  g r e a t  a s  t h e  o r d e r  o f  t h e  d e -  
n o m i n a t o r  d y n a m i c s .  I t  i s  shown t h a t  t h e  f i r s t  o r d e r  s e n s i -  
t i v i t y  c o e f f i c i e n t s  w i t h  r e s p e c t  t o  e a c h  p a r a m e t e r ,  p j ,  
j=l,2,*..,k3 may be g e n e r a t e d  a s  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  of  t h e  
s i g n a l s  p r e s e n t  i n  t h e  s y s t e m  a n d  o n e  s e n s t i t i v i t y  mode l .  
The g e n e r a t i o n  o f  t h e  s e c o n d  o r d e r  s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t s  
w i t h  r e s p e c t  t o  e a c h  parameter  p j  may b e  a c c o m p l i s h e d  w i t h  
k+l s e n s i t i v i t y  m o d e l s  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  s y s t e m  m o d e l .  
The  f i r s t  and  s e c o n d  o r d e r  o u t p u t  s e n s i t i v i t i e s  may 
b e  u s e d  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  g e n e r a t i n g  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  
o r d e r  s e n s i t i v i t i e s  o f  a c l a s s  o f  c o s t  f u n c t i o n a l s .  The 
iii 
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cost sensitivities in turn are utilized for the purpose 
of determining parameter sets which yield a relative 
minimum in the cost functional. 
An s-domain proof (Laplace transform) of the often 
noted symmetry and complete simultaneity property of the 
first order state sensitivities of a system in the com- 
panion canonic form [5] is given. This proof is extended 
to the second order state sensitivities. The implication 
of this result is that the second order state sensitivi- 
ties with respect to any given number of system parameters 
may be generated utilizing two sensitivity models instead 
of k+l. Futhermore, the system need not be in the form of 
equation (1). Removal of this restriction means that one 
does not need the transfer function between input and out- 
put. The system may be simulated in any form desired. 
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I .  I N T R O D U C T I O N  
The p u r p o s e  o f  t h i s  r e p o r t  i s  t o  p r e s e n t  me thod6  f o r  
g e n e r a t i n g  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  o r d e r  c r o s s  o u t p u t  s e n s i -  
t i v i t y  c o e f f i c i e n t s  f o r  s y s t e m s  whose  i n p u t - o u t p u t  r e l a -  
t i o n s h i p  i s  d e s c r i b a b l e  b y  a l i n e a r ,  o r d i n a r y ,  c o n s t a n t  
c o e f f i c i e n t  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  t h e  t y p e  
a dnc  + an d n - l  c + .  . . + a l & + a 0 c =  
n -  - 
d t n  d t n - l  d t  
d r  + b r . (1-1)  dn"r + . . . + b l  -
d t n  d tn-l d t  
0 n-1 b d n r  + b n -  
The e q u a t i o n ' s  c o e f f i c i e n t s  may b e  f u n c t i o n s  o f  p j ,  f o r  
j=1,2, ..., k s y s t e m  p a r a m e t e r s  a n d  t h e  o r d e r  o f  n u m e r a t o r  
d y n a m i c s  may b e  a s  g r e a t  a s  t h e  o r d e r  o f  t h e  d e n o m i n a t o r  
d y n a m i c s .  
I n  t h i s  r e p o r t  a f i r s t  o r d e r  o u t p u t  s e n s i t i v i t y  c o e f -  
f i c i e n t  i s  t h e  a c ( t ) / a p j  a n d  a s e c o n d  o r d e r  c r o s s  o u t p u t  
s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t  i s  t h e  a 2 c ( t ) / a p j a p i .  F o r  a l l  
j = i  i t  i s  c a l l e d  t h e  s e c o n d  o r d e r  o u t p u t  s e n s i t i v i t y  c o e f -  
f i c i e n t .  S i n c e  t h e  s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t s  a r e  b y  d e f i n i -  
t i o n  e v a l u a t e d  a t  t h e  n o m i n a l  v a l u e s  o f  p j ,  n o  s p e c i a l  
n o t a t i o n  i s  u s e d  t o  i n d i c a t e  t h i s .  The c l a s s  o f  c o s t  f u n c -  
t i o n a l s  ( P I )  whose  f i r s t  a n d  s e c o n d  o r d e r  s e n s i t i v i t i e s  
1 
2 
a r e  t o  b e  g e n e r a t e d  i n  t h i s  r e p o r t  a r e  o f  t h e  fo rm 
I n  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  c ( t ,E)  i s  t h e  s y s t e m ' s  o u t p u t ,  
p i s  t h e  p a r a m e t e r  s e t  f o r  w h i c h  t h e  P I  s e n s i t i v i t i e s  
a r e  t o  b e  g e n e r a t e d  a n d  F ( c ( t , E ) ) i s  a f u n c t i o n a l  r e l a -  
t i o n s h i p  o f  t h e  o u t p u t .  The f i r s t  a n d  s e c o n d  o r d e r  c o s t  
s e n s i t i v i t i e s  a r e  u s e d  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  m i n i m i z i n g  
t h e  cost :  f u n c t i o n a l  w i t h  r e s p e c t  t o  a s e t  o f  s y s t e m  p a r a -  
meters  f o r  a g i v e n  i n p u t .  
11. THE SENSITLVZTY MODELS 
I n  t h i s  C h a p t e r  a p r o c e d u r e  i s  g i v e n  f o r  t h e  g e n e r a -  
t i o n  o f  t h e  f i r s t ,  s e c o n d  a n d  s e c o n d  o r d e r  c r o s s  s e n s i t i v i t y  
c o e f f i c i e n t s .  The s e c o n d  o r d e r  c r o s s  s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t  
i s  d e f i n e d  a s  a c ( t ) / a p j a p i  w h e r e  c ( t >  i s  t h e  s y s t e m ' s  re-  
s p o n s e  t o  a g i v e n  i n p u t  a n d  p j , p i  a r e  t h e  s y s t e m  p a r a m e t e r s .  
F o r  a l l  i = j  t h e  a b o v e  p a r t i a l  i s  c a l l e d  t h e  s e c o n d  o r d e r  
s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t .  
F i r s t  O r d e r  S e n s i t i v i t y  Model 
2 
The L a p l a c e  t r a n s f o r m  of  e q u a t i o n  (1-1) a s s u m i n g  z e r o  
i n i t i a l  c o n d i t i o n s  i s  
C = b n s n  + bn-lsn'' + . . . + b l s  f bo = N . (11-1)  
(11-2) 
The p a r t i a l  o f  C w i t h  r e s p e c t  t o  a p a r a m e t e r  p j  i s  
a C  = RDapjN - RNapjD = 1 RapjN - CapjD , 
a p j  D 2  a n D / a n  
_. - 
w h e r e  a p j (  ) d e n o t e s  a (  ) / a p j .  I t  h a s  b e e n  shown t h a t  t h e  
f i r s t  o r d e r  s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t s  may b e  o b t a i n e d  f rom 
t h e  s i g n a l s  p r e s e n t  a t  t h e  n o d e s  i n  F i g u r e  1 ' [ 1 , 2 ] .  T h a t  i s ,  
(11-3) 
f o r  j=l,Z,. @ .  9k., The f a m i l i a r  "Method o f  S e n s i t i v i t y  
P o i n t s "  w h i c h  a p p l i e s  t o  s y s t e m s  whose  i n p u t - o u t p u t  r e l a -  
3 
4 
t i o n s h i p  i s  d e s c r i b a b l e  b y  a d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  
__. d n c 9 an dn-'c 3. . e . + a 2  dc f al c = r ,  (11-4)  
d t n  d tn-l d t  
i s  shown i n  F i g u r e  2 [ 3 ] .  C l e a r l y ,  F i g u r e  2 i s  a s p e c i a l  
case o f  F i g u r e  1. 
Second  O r d e r  S e n s i t i v i t y  Model  
2 
c r o s s  p a r t i a l  o f  C ( s e c o n d  o r d e r  p a r t i a l  f o r  j = i )  i s  
L e t  a p j p i (  d e n o t e  a ( ) / a p j a p i .  The s e c o n d  o r d e r  
8pjpi.C = D R a p j p i N - D C a p j p i D - D a p i c a p j D - R a p j N a p i D + C a p - j D 3 p i D  . 
z 
D 
From e q u a t i o n  (11-2)  
RapjN = D a p j c  + CapjD . 
The a b o v e  two e q u a t i o n s  y i e l d  
a p j p i C  = 1 R a p j p i N - C a p j p i D - a p i C a p j D - a p j C a p i D ,  (11-5)  - 
a n D/an 
The s y s t e m  shown i n  F i g u r e  1 i s  now r e p r e s e n t e d  a s  shown 
i n  F i g u r e  3 w i t h  k a d d i t i o n a l  s e n s i t i v i t y  m o d e l s  whoee i n -  
p u t s  a r e  t h e  f i r s t  o r d e r  s e n s i t i v i t i e s  a s  i n d i c a t e d .  The 
s e c o n d  o r d e r  c r o s s  s e n s i t i v i t i e s  may b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  
summat ion  o f  t h e  s i g n a l s  p r e s e n t  a t  t h e  n o d e s  i n  F i g u r e  3 
i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n ,  
n 
C (M a p j p i b  -S a p j p i a  - R a p j a  - R a p i a $ ,  (11-6) a p j p i C  = R=o R R R  R i R  R j R  
w h e r e  i , j  a r e  elements  o f  t h e  number s e t  1 , 2 , . * . , k  a n d  
5 
R d e n o t e s  n o d e  R o f  t h e  s e n s i t i v i t y  m o d e l  whose  i n p u t  
i R  
i s  t h e  a p i c ( t ) .  C l e a r l y ,  t h e  t o t a l  number o f  s e n s i t i v i t y  
m o d e l s  r e q u i r e d  f o r  t h e  g e n e r a t i o n  o f  k s e c o n d  o r d e r  
s e n s i t i v i t y  c o e f f i c i e n t s  i s  k+l. 
D i s c u s s i o n  o f  t h e  G i v e n  T e c h n i q u e s  
The a d v a n t a g e  of  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  mode l  shown 
i n  F i g u r e  3 f o r  t h e  g e n e r a t i o n  o f  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  o r d e r  
s e n s i t i v i t i e s  i s  t h a t  t h e  a n a l o g  o r  d i g i t a l  s i m u l a t i o n  i s  
s t r i c t l y  p r o c e d u r a l  a n d  c o n s e q u e n t l y  r e q u i r e s  o n l y  a s m a l l  
a c q u a i n t a n c e  w i t h  s i m u l a t i o n  m e t h o d s .  I n  p a r t i c u l a r  i t  i s  
r e a d i l y  a d a p t a b l e  t o  d i g i t a l  s i m u l a t i o n  u t i l i z i n g  t h e  con-  
t i n u o u s  s y s t e m  m o d e l i n g  p r o c e d u r e s  a v a i l a b l e  i n  t h e  p r e s e n t  
day  d i g i t a l  c o m p u t e r .  The d i s a d v a n t a g e  i s  t h a t  t h e  t r a n s f e r  
f u n c t i o n  b e t w e e n  t h e  p o i n t  d e s i g n a t e d  a s  i n p u t  a n d  t h e  p o i n t  
d e s i g n a t e d  a s  o u t p u t  m u s t  b e  a v a i l a b l e .  T h i s  r e q u i r e m e n t  i n  
a d d i t i o n  t o  t h e  n e e d  o f  e v a l u a t i n g  t h e  p a r t i a l s  o f  t h e  t r a n s -  
f e r  f u n c t i o n ' s  c o e f f i c i e n t s  l i m i t s  t h e  p r a c t i c a l  a p p l i c a -  
t i o n  o f  t h e  method t o  l o w  o r d e r  s y s t e m s .  The r e m o v a l  o f  t h e s e  
r e s t r i c t i o n s  i s  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  V, 
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1 System Model 1 Primary Sensdtivity Model 
1st Sensitivity Model 
I ith Sensitivity Model I 
I ....... ,. 0 
j Rrn j R 1  jRo  
j th Sensitivity Model 
a 
I kth Sensitivity Model 
Figure 3. System and k+l  Sensitivity Models for 
Second Order Cross Sensitivities. 
111. APPLICATION OF THE SENSITIVITY COEFFICIENTS 
The  f i r s t  a n d  s e c o n d  o r d e r  o u t p u t  s e n s i t i v i t i e s  may b e  
u s e d  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  g e n e r a t i n g  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  
o r d e r  s e n s i t i v i t i e s  of  a c l a s s  o f  c o s t  f u n c t i o n a l s .  Of p a r -  
t i c u l a r  i n t e r e s t  a r e  c o s t  f u n c t i o n a l s  ( P I )  o f  t h e  f o l l o w i n g  
t y p e ,  
P I  = f T F ( c ( t , E ) ) d t  , (111-1 )  
0 
w h e r e  c ( t , ~ )  i s  t h e  r e s p o n s e  o f  t h e  s y s t e m  t o  a g i v e n  i n p u t ,  
E i s  t h e  p a r a m e t e r  s e t  p j  f o r  w h i c h  t h e  P I  s e n s i t i v i t i e s  
a r e  t o  b e  g e n e r a t e d  a n d  F ( c ( t , E )  i s  a f u n c t i o n a l ,  r e l a t i o n -  
s h i p  o f  t h e  r e s p o n s e .  
The  f i r s t  o r d e r  P I  s e n s i t i v i t y  w i t h  r e s p e c t  t o  a 
p a r a m e t e r  p j  i s  
am = f T a F , ( c )  ac d t  . (111-2 )  
0 -
a p j  a c  a p j  
The s e c o n d  o r d e r  P I  s e n s i t i v i t y  w i t h  r e s p e c t  t q  p j  i s  
(111-3)  
The f i r s t  a n d  s e c o n d  o r d e r  P'L s e n s i t i v i t i e s  may b e  g e n e r -  
a t e d  f rom t h e  s i g n a l s  a v a i l a b l e  a t  t h e  n o d e s  i n  F i g u r e  3 ,  
C h a p t e r  11. I n  p a r t i c u l a r ,  c o n s i d e r  t h e  r q g i d  body  d y n a m i c s  
o f  a l a u n c h  v e h i c l e  [4], 
9 
1 0  
. a  
' . z  = K3+ 4- K 7 a  + K 4 B  
*4* = -cla - c2B 9 
a = aw ++ - H/v 9 
w i t h  t h e  c o n t r o l  l a w  
B = ao+  + a l$  t- b o a  (111-4 )  
The f i r s t  a n d  s e c o n d  o r d e r  P I  s e n s i t i v i t i e s  f o r  
T > 
P I ( Z )  = l ( z ( t , a  ,a ,b  ) ) * d t  (111-5)  
0 0 1 0  
may b e  g e n e r a t e d  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o n t r o l  l a w  g a i n s  f o r  
a n  a r b i t r a r y  i n p u t  aW u t i l i z i n g  t h e  mode l  shown i n  F i g u r e  3 ,  
C h a p t e r  11. F o r  t h e  i n p u t s  shown i n  F i g u r e  4 ,  t h e  r e s u l t i n g  
s e n s i t i v i t i e s  f o r  s e t s  o f  c o n t r o l  l a w  g a i n s  a r e  g i v e n  i n  
T a b l e  1. 
The P I  s e n s i t i v i t i e s  may b e  u s e d  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  
d e t e r m i n i n g  t h e  p a r a m e t e r  s e t  w h i c h  p r o d u c e s  a r e l a t i v e  m i n i -  
mum i n  t h e  c o s t  f u n c t i o n a l .  The s i g n  of  t h e  f i r s t  o r d e r  P I  
s e n s i t i v i t y  shows t h e  d i r e c t i o n  o f  c h a n g e  i n  t h e  members o f  
t h e  p a r a m e t e r  s e t  w h i c h  w i l l  p r o d u c e  a sma l l e r  c o s t  a t  t h e  
e n d  o f  t h e  n e x t  s i m u l a t i o n  r u n .  F o r  e x a m p l e ,  t w e n t y - s i x  s u c -  
c e s s i v e  c o m p u t e r  r u n s  s t a r t i n g  w i t h  a =6.0, a = 2 . 0 ,  b = 2 . 0  
a n d  INPUT 1 p r o d u c e d  a r e l a t i v e  minimum o f  PI3.0.027 and a 
p a r a m e t e r  s e t  o f  a = 4 . 7 ,  a = 1 . 5 7 ,  b 5 2 . 5 .  F o r  e a c h  r u n  t h e  
p a r a m e t e r s  were c h a n g e d  b y  1% i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  s i g n  
0 1 0 
0 1 0 
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of  t h e  f i r s t  o r d e r  P I .  The c h o i c e  o f  1% as  a n  a p p r o p r i a t e  
p a r a m e t e r  c h a n g e  w a s  made b a s e d  o n  e x p e r i e n c e  w i t h  t h i s  p a r -  
t i c u l a r  p r o b l e m .  The s e c o n d  o r d e r  P I  s e n s i t i v i t i e s  may b e  
u s e d  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  d e t e r m i n i n g  h o w , l a r g e  a c h a n g e  may 
b e  made i n  e a c h  of  t h e  p a r a m e t e r s .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  a p p r o x i -  
m a t i o n  t o  t h e  c o s t  OD e a c h  s u c c e s s i v e  c o m p u t e r  r u n  w i t h  re -  
s p e c t  t o  p a r a m e t e r  a i s  
0 
(111-6 )  2 2 P I ( a o  + Aa,) = P I ( a o )  + apI Aao -I- a P I  Aao . 
3 %  
From Tab ' l e  1 a n d  INPUT 1 f o r  a =76.0, a - 2 . 0 ,  b =2.0, t h e  
0 1 0 
a L a  P I  i s  2 . 9 3  a n d  aa P I  i s  1 0 . 4 9 .  F o r  a p a r a m e t e r  c h a n g e  
of 1% t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  t h e  s e c o n d  o r d e r  t e r m  i n  (111-6 )  
t o  t h e  new c o s t  i s  a p p r o x i m a t e l y  0 . 1 %  o f  t h e  f i r s t  o r d e r  
t e r m .  C l e a r l y ,  f o r  t h i s  p a r t i c u l a r  c o m p u t e r  r u n  t h e  m a g n i t u d e  
of c h a n g e  i n  a c a n  b e  c o n s i d e r a b l y  l a r g e r  t h a n  1% u n d e r  t h e  
r e s t r i c t i o n  t h a t  t h e  f i r s t  o r d e r  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  new c o s t  
i s  v a l i d .  T h u s ,  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  s e c o n d  o r d e r  P I  s e n s i -  
t i v i t i e s  may b e  u s e d  a s  a b a s i s  upon  w h i c h  t h e  d e c i s i o n  o f  
how l a r g e  a c h a n g e  may b e  made i n  e a c h  o f  t h e  p a r a m e t e r s  f o r  
e a c h  s u c c e s s i v e  r u n .  
0 0 
12 
01 
W 
INPUT 1 
1oo/v 
T=20 t 
INPUT 2 
T = 5  T=10 T=20 t 
aW t INPUT 3 
T= 5 T-20 t 
Figure  4. I n p u t s  01 f o r  V=483.75 m/sec.  
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I V .  PROPERTIES OF THE STATE SENSITIVITIES 
An s -domain  p r o o f  o f  t h e  n o t e d  t o t a l  symmetry  a n d  com- 
p l e t e  s i m u l t a n e i t y  p r o p e r t i e s  o f  t h e  f i r s t  o r d e r  s e n s i t i v i -  
t i e s  o f  t h e  s t a t e s  o f  a s y s t e m  whose  i n p u t - o u t p u t  r e l a t i o n -  
s h i p  i s  d e s c r i b a b l e  b y  t h e  f o l l o w i n g  t y p e  o f  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n ,  
d n c  + andn", + e . . + a 2 d c  + a l c  = r , ( IV-1)  - -
d t n  dtn-l d t  
i s  g i v e n  [5]. I t  i s  f u r t h e r  shown t h a t  t h e  s e c o n d  o r d e r  
s t a t e  s e n s i t i v i t i e s  a l s o  p o s s e s s  t h e  c o m p l e t e  s i m u l t a n e i t y  
p r o p e r t y .  F u r t h e r m o r e ,  i t  i s  shown t h a t  t h e  s e c o n d  o r d e r  
s t a t e  s e n s i t i v i t y  m a t r i x  i s  s u c h  t h a t  
B + l , p - 2  ( IV-2)  = a  a B , P  
f o r  B = 1 , 2 , .  . . , n - 1  a n d  p = 3 , 4 ,  ..., n .  The i m p l i c a t i o n  o f  t h i s  
i s  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  V .  
F i r s t  O r d e r  S t a t e  S e n s i t i v i t i e s  
The L a p l a c e  t r a n s f o r m  o f  e q u a t i o n  ( IV-1)  a s s u m i n g  z e r o  
i n i t i a l  c o n d i t i o n s  i s  
(IV-3) - R c =  - - R 
s n  + a n s n - l  + . . . + a 2 s  + a 1  D 
A s i g n a l  f l o w  g r a p h  o f  t h e  a b o v e  s y s t e m  w i t h  i t ' s  f i r s t  
o r d e r  s e n s i t i v i t y  m o d e l  i s  shown i n  F i g u r e  2 ,  C h a p t e r .  11. 
L e t  C ( s ) ,  t h e  t r a n s f o r m  o f  t h e  o u t p u t  c ( t )  b e  d e n o t e d  
1 4  
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b y  X 1 ( s ) ;  t h e  t r a n s f o r m  o f  t h e  s i g n a l  a t  n o d e  MI b e  d e n o t e d  
by  X 2 ( s ) ;  . e ; a n d  t h e  t r a n s f o r m  of  t h e  s i g n a l  a t  n o d e  
M n - l  b e  d e n o t e d  by  X n ( s ) .  From e q u a t i o n  (IV-3) i t  f o l l o w s  
t h a t  
a a l X l  = - s o X , / D ,  
aanx = - s n m l X 1 / D .  (117-4) 
L e t t i n g  XT d e n o t e  [ X i ,  X2,.  . . 
t h a t  
Xn] i t  f u r t h e r  f o l l o w s  - 
= ' X I  
- 
D 
n 
.e.. s 
2 
3 
(IV-5) 
.... s n + l  S 
2 s i n c e  X = s X  X = s  X I , . " . ,  ~ . ~ = s ~ - l X  . The a b o v e  s e n s i t i v i t y  
2 1' 3 1 
m a t r i x  shows t h a t  t h e  f i r s t  o r d e r  s t a t e  s e n s i t i v i t i e s  p o s s e s s  
t h e  o f t e n  n o t e d  t o t a l  symmet ry  p r o p e r t y  1 4 1 .  The e n t r i e s  i n  
(IV-5) f o r  w h i c h  t h e  o r d e r  o f  s i s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  n 
a r e  c l e a r l y  a v a i l a b l e  a t  t h e  n o d e s  of  t h e  s e n s i t i v i t y  mode l  
1 6  
i n  F i g u r e  2 ,  C h a p t e r  11. The f i r s t  o r d e r  s t a t e  s e n s i t i v i t i e s  
a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  e n t r i e s  i n  ( IV-5)  f o r  w h i c h  t h e  o r d e r  
o f  s i s  g r e a t e r  t h a n  n may b e  f o r m e d  f r o m  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  
o f  t h e  s i g n a l s  a t  t h e  n o d e s  o f  F i g u r e  2 ,  C h a p t e r  11. L e t t i n g  
Sw d e n o t e  a a Z X W  i t  f o l l o w s  t h a t  2 
S; = - s n + l X 1 / D  = -X1s + anX1sn + . *  .. + a 2 X 1 s 2  + a l X l s  
2 2 
2 2 2 
S? = -x2 - a n n  s' - .... - a2S2  - a 1 S 1  9 
SZ = -x3 - ans3 - .... - a 2 s 3  - als2 
2 S:  = -xnm1 - - .... - a 2 s n - 1  - als;-2 , 
w h i c h  c a n  b e  w r i t t e n  as 
f o r  d = 4 , 5 ,  ..., n .  
Second  O r d e r  S t a t e  S e n s i t i v i t i e s  
The  s e c o n d  o r d e r  p a r t i a l  o f  ( I V - 3 )  i s  
2 0 0 0 2 
a a l X l  =( -Ds  a a l X l  + s X1)/D = 2 s  X1/D , 
2 2 - * .  . . . . . . . * = 2 s X 1 / D  2 aa2x1 
( IV-6)  
2 2n-2 
a a n X l  2 = e e .  e .  0 e * . - = 2 s  X l / D  e (IV-7) 
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d 
n - 1  
n + l  
n+3 
. . e .  s 
2 
4 
6 
S 
1 0 
2 3 
5 4 
S S 
e . . .  s S S 
. . * e  s S S 
= 2 x l j  - D 2  
2n-2 2n-1 2n 3n-3 
S S .... s - 
From e q u a t i o n s  ( I V - 5 )  a n d  (IV-7) i t  f o l l o w s  t h a t  
(IV-8) 
The a b o v e  s e c o n d  o r d e r  s t a t e  s e n s i t i v i t y  m a t r i x  h a s  t h e  
p r o p e r t y  t h a t  
B + l , p - 2  (IV-9) a = a  B 9 P  
f o r  B=1 ,2 ,  ..., n-1  a n d  p = 3 , 4 ,  ..., n .  
The e n t r i e s  i n  ( I V - 8 )  f o r  w h i c h  t h e  o r d e r  o f  s i s  less 
t h a n  o r  e q u a l  t o  n a r e  a v a i l a b l e  a t  t h e  n o d e s  o f  a s e c o n d  
s e n s i t i v i t y  m o d e l  whose  i n p u t  i s  t h e  o u t p u t  o f  t h e  s e n s i t i v -  
i t y  m o d e l  shown i n  F i g u r e  2 ,  C h a p t e r  11. The s t a t e  s e n s i t i v -  
i t i e s  f o r  which t h e  o r d e r  o f  s i s  g r e a t e r  t h a n  n may b e  
f o r m e d  t h r o u g h  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  a v a i l a b l e  f i r s t  a n d  
s e c o n d  o r d e r  s t a t e  s e n s i t i v i t i e s  a s  i s  shown b e l o w .  
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Let  Q, Z denote  aaZXWe 2 I t  follows t h a t  
n-1 
2 = 2x1sn+' = 2x1s + -2anx1s n -2an-lx1s - -2alX1s -a a2Xn 
D 2  D D 2  
2 
a Q 3  Q 2  - Q, 3 -   - 2 ~ ~ -  n-l-an-l .. - a 2 ~ i - a l ~ 3  
V. CONCLUSIONS 
I t  h a s  b e e n  shown t h a t  f o r  s i n g l e - i n p u t  s i n g l e - o u t p u t  
L a p l a c e  t r a n s f o r m a b l e  s y s t e m s p  t h a t  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  
o r d e r  c r o s s  o u t p u t  s e n s i t i v i t i e s ,  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  s y s t e m s  
r e s p o n s e  t o  a g i v e n  i n p u t ,  may b e  g e n e r a t e d  t h r o u g h  t h e  
u t i l i z a t i o n  o f  t h e  s y s t e m  mode l  a n d  k + l  s e n s i t i v i t y  m o d e l s  
w h e r e  k i s  t h e  number o f  p a r a m e t e r s  whose  o u t p u t  s e n s i t i v i t i e s  
a r e  t o  b e  g e n e r a t e d .  The s y s t e m  may h a v e  n u m e r a t o r  d y n a m i c s  
o f  o r d e r  e q u a l  t o  o r  l e s s  t h a n  t h e  o r d e r  o f  t h e  d e n o m i n a t o r  
d y n a m i c s  a n d  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s y s t e m  may b e  f u n c t i o n s  
o f  t h e  k p a r a m e t e r s .  The a d v a n t a g e  o f  t h e  g i v e n  m e t h o d  i s  
t h a t  o n c e  t h e  o r d e r  o f  t h e  s y s t e m  i s  known t h e  s t r u c t u r e  o f  
t h e  k + l  s e n s i t i v i t y  m o d e l s  i s  s p e c i f i e d  and  c o n s e q u e n t l y  may 
b e  s i m u l a t e d  e i t h e r  on  a n  a n a l o g  o r  d i g i t a l  c o m p u t e r .  The 
s e n s i t i v i t i e s  i n  t u r n  a r e  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  s i g n a l s  
a v a i l a b l e  a t  t h e  n o d e s  i n  t h e  s y s t e m  a n d  s e n s i t i v i t y  m o d e l s .  
The d i s a d v a n t a g e  i s  t h a t  t h e  s y s t e m ’ s  t r a n s f e r  f u n c t i o n  m u s t  
b e  known a n d  t h a t  t h e  f i r s t  o r d e r ,  s e c o n d  o r d e r  a n d  s e c o n d  
o r d e r  c r o s s  p a r t i a l s  o f  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n ’ s  c o e f f i c i e n t s  
m u s t  b e  e v a l u a t e d  a t  t h e  n o m i n a l  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r  s e t  
f o r  w h i c h  t h e  s e n s i t i v i t i e s  a r e  d e s i r e d .  
The f i r s t  a n d  s e c o n d  o r d e r  s e n s i t i v i t i e s  o f  a c l a s s  o f  
c o s t  f u n c t i o n a l s  may b e  o b t a i n e d  f rom t h e  o u t p u t  s e n s i t i v i t i e s ,  
1 9  
2 0  
The a v a i l a b i l i t y  o f  t h e  f i r s t  o r d e r  c o s t  s e n s i t i v i t i e s  a l l o w s  
o n e  t o  s e e k  o u t  p a r a m e t e r  s e t s  w h i c h  r e u l t  i n  r e l a t i v e  m i n i -  
mums o f  t h e  c o s t .  The a v a i l a b i l i t y  o f  t h e  s e c o n d  o r d e r  s e n s i -  
t i v i t i e s  a l l o w s  o n e  t o  make a n  i n t e l l i g e n t  d e c i s i o n  a s  t o  how 
l a r g e  o f  a c h a n g e  may b e  t a k e n  f o r  e a c h  o f  t h e  p a r a m e t e r s  i n  
e a c h  s u c c e s s i v e  c o m p u t e r  r u n  i n  t h e  o p t i m i z a t i o n  scheme .  A p p l i -  
c a t i o n  o f  t h e  s e c o n d  o r d e r  c o s t  s e n s i t i v i t i e s  may r e s u l t  i n  
a s a v i n g s  of c o m p u t e r  r u n  t i m e .  E x p e r i e n c e  w i t h  t h e  p r o b l e m  o f  
m i n i m i z i n g  d r i f t  h a s  shown t h a t  f o r  p a r a m e t e r  s e t s  ( c o n t r o l  
l a w  g a i n s  a o )  a l ,  b ) w h i c h  a r e  " f a r "  f rom t h e  s e t  w h i c h  p r o -  
d u c e s  " d r i f t  minimum" l a r g e  c h a n g e s  may b e  t a k e n  i n  t h e  p a r a -  
me te r  s e t  i n  e a c h  c o m p u t e r  r u n  u n t i l  o n e  r e a c h e s  t h e  n e i g h b o r -  
hood o f  t h e  o p t i m a l  p a r a m e t e r  c o m b i n a t i o n .  The m a g n i t u d e  o f  
t h e  a v a i l a b l e  s e c o n d  o r d e r  c o s t  s e n s i t i v i t i e s  r e f l e c t s  t h i s  
a n d  c o n s e q u e n t l y  h a v e  b e e n  s u c c e s s f u l l y  u s e d  i n  t h e  o p t i m i -  
z a t i o n  p r o c e d u r e .  F o r  e x a m p l e ,  i f  t h e  c h a n g e s  i n  t h e  p a r a m e t e r s  
i s  r e s t r i c t e d  t o  1% o f  t h e  n o m i n a l  v a l u e s ,  e x c e s s i v e  c o m p u t e r  
r u n  t i m e  i s  r e q u i r e d  i n  r e a c h i n g  t h e  o p t i m a l  v a l u e s .  However ,  
i f  t h e  p e r c e n t a g e  c h a n g e  i s  v a r i e d  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  
m a g n i t u d e  o f  t h e  s e c o n d  o r d e r  c o s t  s e n s i t i v i t i e s  t h e  c o m p u t e r  
r u n  t i m e  c a n  b e  c o n s i d e r a b l y  r e d u c e d .  
0 
The p r i m a r y  d i s a d v a n t a g e  o f  t h e  p r o c e d u r e  g i v e n  i n  t h i s  
r e p o r t  i s  t h a t  t h e  s y s t e m ' s  t r a n s f e r  f u n c t i o n  m u s t  b e  a v a i l -  
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a b l e  a n d  t h a t  t h e  s y s t e m  m u s t  b e  s i m u l a t e d  i n  t h e  fo rm o f  
F i g u r e  1 , C h a p t e r  11. I t  h a s  b e e n  shown [ 5 ]  t h a t  t h i s  r e s t r i c -  
t i o n  c a n  b e  r emoved ,  The b a s i s  f o r  t h e  r e m o v a l  o f  t h i s  re- 
s t r i c t i o n  i s  t h e  p r o o f  o f  t h e  c o m p l e t e  s i m u l t a n e i t y  p r o p e r t y  
of a s y s t e m  i n  t h e  companion  c a n o n i c  fo rm ( t h e  f o r m  o f  Equa- 
t i o n  I V - l ) .  S e c t i o n  I V  o f  t h i s  r e p o r t  shows t h a t  t h e  s e c o n d  
o r d e r  s t a t e  s e n s i t i v i t i e s  o f  t h e  compan ion  c a n o n i c  f o r m  a l s o  
p o s s e s s e s  t h e  c o m p l e t e  s i m u l a t a n e i t y  p r o p e r t y .  C o n s e q u e n t l y  
t h e  work  shown i n  R e f e r e n c e  [ S I  c a n  b e  e x t e n d e d  t o  t h e  s e c o n d  
o r d e r  c a s e .  The r e m o v a l  o f  t h e  r e s t r i c t i o n  on t h e  f o r m  o f  t h e  
s y s t e m  g r e a t l y  c o m p l i c a t e s  t h e  d i g i t a l  s i m u l a t i o n  p r o c e d u r e .  
The s e c o n d  o r d e r  case i n  t u r n  w o u l d  b e  even more  c o m p l i c a t e d .  
However ,  t h e  f r e e d o m  o f  s i m u l a t i n g  t h e  s y s t e m  i n  any  fo rm 
d e s i r a b l e  w a r r a n t s  r e s e a r c h  i n t o  t h e  e x t e n s i o n  o f  t h e  method 
g i v e n  i n  R e f e r e n c e  [ S I .  
Much o f  t h e  m a t e r i a l  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  I1 of  t h i s  
r e p o r t  a p p e a r s  t o  b e  e x t e n d a b l e  t o  t h e  c a s e  o f  u n i t y  n e g a t i v e  
f e e d b a c k  s y s t e m s  w i t h  o n e  n o n l i n e a r i t y .  R e s e a r c h  i n t o  t h i s  
a r e a  s h o u l d  b e  m o s t  p r o d u c t i v e .  The a v a i l a b i l i t y  of  t h e  s e n s i -  
t i v i t i e s  i n  t h e  n o n l i n e a r  case  c o u l d  r e s u l t  i n  t e c h n i q u e s  f o r  
o p t i m i z a t i o n  w h e r e  t h e  o b j e c t  i s  n o t  t o  f i n d  t h e  o p t i m a l  
c o n t r o l l e r  b u t  t o  a d j u s t  p a r a m e t e r s  i n  a g i v e n  c o n t r o l l e r  
w h i c h  p r o d u c e s  a minimum u n d e r  t h i s  c o n s t r a i n t .  T h a t  i s  t o  s a y ;  
2 2  
d e t e r m i n e  c o n t r o l l e r  g a i n s  w h i c h  r e a l i z e  a g i v e n  o b j e c t i v e  
u t i l i z i n g  a c o n t r o l l e r  s t r u c t u r e  t h a t  i s  known t o  g i v e  
s a t i s f a c t o r y  r e s u l t s  b u t  n o t  t h e  o p t i m a l  r e s u l t .  
A n o t h e r  p r o b l e m  w h i c h  war ran t s  r e s e a r c h  i s  t h e  g e n e r a -  
t i o n  o f  t h e  o u t p u t  s e n s i t i v i t i e s  i n  t h e  case w h e r e  t h e  o r d e r  
o f  t h e  assumed m o d e l  may c h a n g e .  F o r  e x a m p l e  c o n s i d e r  F i g u r e  1, 
C h a p t e r  1 I ; t h e  c o e f f i c i e n t  an w h i c h  i s  a f u n c t i o n  o f  t h e  s y s -  
t e m  p a r a m e t e r s  may b e  z e r o  f o r  a g i v e n  p a r a m e t e r  s e t .  S i n c e  
i n  a n a l y s i s  o n e  o f t e n  a s s u m e s  c e r t a i n  p a r a m e t e r s  may b e  Reg- 
l e c t e d  w h i c h  i n  t u r n  r e s u l t  i n  t h e  r e d u c t i o n  o f  t h e  s y s t e m  
o r d e r ,  s e n s i t i v i t i e s  o f  t h e  s y s t e m  o u t p u t  w i t h  r e s p e c t  t o  
a c h a n g e  i n  s y s t e m  o r d e r  would  b e  o f  s i g n i f i c a n c e  i n  v e r i -  
f y i n g  t h e  v a l i d i t y  of  s u c h  a n  a s s u m p t i o n .  
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